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1 INTRODUCAO

Um dos principais problemas no calculo numérico refere-se a procura de
raizes de equacodes. Nestas situacdes busca-se encontrar os valores de x que
satisfazem f(x) = 0. Varios métodos tém sido propostos na literatura, como o da
bissecgdo, da secante, de Newton, etc. Este trabalho propdée uma variacdo dos
meétodos da bisseccao e da secante baseada no “método de Monte Carlo”.

O nome “Método de Monte Carlo” O nome foi dado na segunda guerra
mundial, devido a similaridade entre os processos estatisticos e os “jogos de azar’.
Os métodos de Monte Carlo sédo simulagdes estatisticas que utilizam sequéncias de
numeros aleatorios. Podemos localizar as origens da simulagédo estocastica até uma
experiéncia realizada no século XVIII por Georges Louis Leclerc, Conde de Buffon.
Leclerc jogava, aleatoriamente, uma agulha sobre um quadro cheio de linhas
paralelas desenhadas nele. A partir de suas observagdes, ele derivou a
probabilidade de que a agulha interceptasse uma linha. Pouco depois, Pierre Simon
de Laplace viu neste experimento uma maneira de obter uma estimativa estatistica
para o numero r.

William Sealy Gossett, que trabalhou com o pseudénimo de "Student” (e foi
quem propds a distribuicdo hoje conhecida como “distribui¢cdo t de Student”), realizou
experimentos de amostragem em Matematica Estatistica. Gossett trabalhou com
numeros aleatdrios em seus experimentos e, para gerar os numeros, utilizou o
método Top-Hat (rotacéo de discos). A partir dessa época a quantidade de numeros
aleatdrios necessarios nos experimentos era cada vez maior. Passou-se a estocar
0s numeros em tabelas que eram publicadas para uso dos que delas precisavam.
Essa foi uma idéia de L. H. C. Tippet que, em 1927, publicou uma tabela com 40000

digitos extraidos aleatoriamente de dados do censo americano. Ela foi publicada em



"Random Sampling Numbers", Tracts for Computers, n°® 15, Cambridge University
Press, New York, 1927.

John von Neumann propbs, em 1946, o primeiro algoritmo gerador de
numeros pseudo-aleatorios, tendo-o chamado de “método do meio dos quadrados”.
O seguinte exemplo sera ilustrativo deste algoritmo (BLUM, 1986). Considere um
valor inicial qualquer, um numero com quatro casas decimais dado, como 0 numero
Xo = 0,9876. Eleva-se x, ao quadrado, obtendo-se x,? = 0,97535376. Forma-se, a
seguir, 0 numero X; com as quatro casas decimais do meio: x; = 0,5353. Repete-se
em seguida o procedimento, obtendo-se: x;> = 0,28654609 e x, = 0,6546, X3 =
0,8501, x4 = 0,2670, x5 = 0,1289, etc. Constatou-se, porém, uma preponderancia de
pequenos valores entre os numeros gerados por este método, levando a elaboragao
de diversos outros algoritmos. Varios deles estdo descritos no livro “Numerical
Recipes” (PRESS, 1986) e em varios artigos espalhados pela literatura
especializada (EICHENAUER-HERRMANN, 1993, 1995; L'ECUYER, 1990, 1994;
TEZUKA, 1995).

O método de solucdo numérica de problemas que se baseia na simulagao
usando variaveis aleatoérias é conhecido como Método de Monte Carlo. Sua origem
data de 1949, com a publicagao do artigo “The Monte Carlo method” (METROPOLIS,
1949). A denominagdo do método provém do nome da cidade do principado de
Ménaco, famosa pelo cassino homénimo. O principio do Método de Monte Carlo ja
era conhecido antes da publicagdo do artigo de Metropolis: era utilizado, por
exemplo, no tratamento de dados de amostras aleatorias em estatistica. Mas a sua
ampla aplicacdo n&o era viavel antes do aparecimento dos computadores
eletrénicos (FISHMAN, 1996).

Com o avanco da informatica, os cientistas comecaram a utilizar o
computador para gerar e armazenar numeros aleatorios, baseados em meétodos

deterministas como o de Lemer, e as tabelas perderam a sua utilidade.

2 MATERIAIS E METODOS

Consideremos o seguinte problema matematico: £€R € um zero da fungao
f(x) ou raiz da equacgao f(x) = 0 se (&) = 0, sendo que os zeros podem ser reais ou

complexos. Neste trabalho, estaremos limitados aos zeros reais. Faremos uso do



seguinte teorema: “Sendo f(x) continua em um intervalo [a, b], se f(a)f(b) < 0 entéo
existe pelo menos um ponto x = £ entre a e b que é zero de f(x)”. Assim, por
exemplo, a funcdo f(x) = x> — 9x +3 tem um zero em cada um dos seguintes
intervalos: |1 =[-5, -3], . =[0, 1] e I3 = [2, 3].

Quando estimamos um valor xx como sendo o candidato a ser a raiz do
problema em questdo, precisamos testar se xx encontra-se suficientemente proximo
da raiz exata &. Estabelecemos que xx € raiz aproximada com precisdo & se X
satisfezer : (i) | xk - £| < ¢ ou (ii) [f(xk )| < &

A fim de satisfazer a condi¢ao (i) acima, procuramos reduzir o intervalo [a, b]
de tal modo que & € [a,b] e b —a <& Nestas condigbes, [x - £| < & sempre que
x € [a,b]. Deste modo, qualquer x e [a,b] pode ser tomado como x. A fim de evitar
problemas com “looping”, coloca-se um critério de parada, limitando o numero de
iteracdes a ser realizado.

No Método da Bissecgédo, dada uma fungao f(x) continua no intervalo [a,b]
onde existe uma raiz Unica, é possivel determinar tal raiz subdividindo sucessivas
vezes o intervalo que a contém pelo ponto médio de a e b. Apds n iteragoes, a raiz

estara contida no intervalo:

bo—ay
n

[bn_an]:
Sendo, entdo, ¢ tal que:

‘é:_XnJrl‘ < 7[)0_610

n+1

No método de Monte Carlo, temos a seguinte variagao:

(i) o primeiro passo é definir uma fungéo, digamos, f(x);



0 segundo passo consiste em encontrar um intervalo fechado [a, b], contido
no dominio da fungao f(x), com a e b reais, tal que f(a) # 0, f(b) # 0 e f(a) . f(b)
<0;

a seguir, sorteia-se, aleatoriamente, um numero entre a e b, que chamaremos
de c, e calcula-se f(c);

calcula-se, entado, o produto f(a) . f(c) e verifica-se se € menor, igual ou maior

do que zero.

Se o produto for igual a zero, ¢ é raiz de f(x);

Se for menor do que zero, repete-se o procedimento acima, substituindo b por

Se for maior do que zero, repete-se o procedimento substituindo-se a por c.

Repete-se o processo até que o tamanho do intervalo resultante seja menor

do que um erro previamente estipulado.

f(X).

O numero c sera, entdo, dentro da precisdo estabelecida, a raiz da funcio

A implementagcdo computacional deste procedimento implica 0 uso de um

gerador de numeros aleatédrios, facilmente encontravel em qualquer linguagem de

programagao. Nao ha necessidade de que o gerador de numeros aleatorios seja

perfeito: 0 método funciona igualmente bem mesmo se o gerador for viciado.

Os calculo foram feitos utilizando o MatLab 7.1.0.246 (R14) Service Pack 3.

3 RESULTADOS

Foram feitas 10.000.000 de repeti¢cdes para cada caso, a fim de se tirar uma

meédia representativa tanto do tempo computacional quanto do numero de iteracdes.

Apresentamos, aqui, o calculo feito para duas fungdes diferentes.

Tabelal. Fungdo: f(x) = x*— 5x + 6; Raiz encontrada: 3,00000000000000

Bissecgao Monte Carlo




Total de Tempo(s) | Namero | Tempo(s) | Namero a b
repeticdes meédio de meédio de
iteracdes iteracoes
10.000.000 6,859 50 49,906 70,63 2,5 3,5
10.000.000 6,782 50 49,094 69,61 2,9 3,9
10.000.000 10,672 50 47,562 67,41 299 3,99
Tabela2. Fungdo: f(x) = x®—x—1; Raiz encontrada: 1,32471795724475
Bisseccao Monte Carlo
Total de Tempo(s) | Niamero | Tempo(s) | Numero a b
repeticoes medio de meédio de
iteracdes iteracdes
10.000.000 118,48 50 206,67 70,61 1,0 2,0
10.000.000 118,56 50 199,66 68,40 1,3 2,3

Podemos ver, das tabelas acima, feitas para duas fungdes diferentes, mas
com a mesma amplitude inicial, que, enquanto o numero médio de iteragdes para o
método da bissecgao é de 50, ele se eleva para algo em torno de 70, em ambos os
casos. Como foi definido o mesmo ¢ para ambos os casos (10™"°), isto significa,
aproximadamente, 40% a mais de iteragdes para os calculos feitos com o método de
Monte Carlo. Foram feita, a fim de se estimar uma média mais realista, dez milhdes

de analises, para cada caso, e calculada uma média para este total.

4 ANALISE E CONCLUSAO



A vantagem deste método sobre outros equivalentes, como o método da
bissecgao, € que nao é necessario nenhum calculo para se encontrar o numero que
chamamos de c: basta sortear um, usando o gerador ou “chutando” um numero
entreaeb.

Didaticamente falando, este método tem a seu favor o fato de que pode ser
usado em sala de aula, sem o auxilio do computador, apenas com uma calculadora
de mao, substituindo-se o gerador de numeros aleatérios por um “chute” qualquer
para o numero c, desde que tal “chute” seja um numero entre a e b (ndo é
necessario nenhum calculo, como encontrar o ponto médio entre a e b ou o ponto

em que o segmento de reta que une (a, f(a)) a (b, f(b)) cruza o eixo dos x).
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