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1 INTRODUÇÃO 

 

O movimento, na Mecânica Clássica, é definido em relação a qualquer sistema de 

referência que esteja em repouso no espaço absoluto ou que tenha um movimento uniforme 

em relação a este espaço. A Mecânica Clássica usa um espaço euclidiano 3-dimensional 

absoluto e tempo absoluto. Todos os sistemas inerciais são equivalentes, sendo conectados 

por transformações galileanas, definindo um grupo de 10 parâmetros: 
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Os parâmetros são os 3 ângulos de Euler em R, as 3 componentes de 
→

v , as 3 

componentes de 
→

a  e b.  

As coisas mudam no caso do Eletromagnetismo Clássico, descrito pelas equações de 

Maxwell (1864). Estas equações não são invariantes por transformações galileanas, o que 

levou Maxwell a pensar que suas equações eram válidas apenas nos sistemas de referência 

que estivessem em repouso em relação ao “éter luminífero”, o qual seria um sistema de 

referência absoluto. 

Ocorre que as equações de Maxwell são invariantes sob um novo grupo de 

transformações, as transformações de Lorentz. Estas transformações foram, depois, deduzidas 

por Einstein na sua Teoria da Relatividade Especial de 1905. O princípio da relatividade de 

Galileu é substituído pelo princípio da relatividade especial: “Todos os sistemas inerciais são 

equivalente e conectados pelo grupo de transformações de Lorentz”. Este grupo também tem 

10 parâmetros. Assim, o espaço da Relatividade Especial é um espaço de Minkowski 4-

dimensional (ou seja, pseudo-euclidiano). A forma quadrática que o define é invariante sob 

transformações de Lorentz, ou seja, tem a mesma forma em todos os sistemas inerciais e é 

dada pela expressão: 
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                                   222222 dzdydxdtcds +++−=                                           (1.2) 

  

A Teoria da Relatividade Geral (1916) veio a generalizar a Teoria Especial ao 

considerar sistemas de referência não-inerciais. Mas, sob outro prisma, também constitui uma 

nova teoria de gravitação. A primeira teoria de gravitação foi construída por Newton e 

declarava que a força atrativa entre dois corpos é proporcional ao produto de suas massas, 

sendo estas as massas gravitacionais, que seriam iguais às massas inerciais das equações da 

Dinâmica formuladas pelo próprio Newton. Ele provou, em 1684, que, se os planetas sofrem 

uma força atrativa do tipo 1/r2, eles obedecem a todas as leis de Kepler.  Mas a teoria de 

Newton não é compatível com a Relatividade Especial. A teoria de Newton da gravitação é 

covariante com relação às transformações galileanas, mas não o é para com as transformações 

de Lorentz, ou seja, é válida apenas para velocidades muito menores do que a velocidade da 

luz. 

Um primeiro passo para resolver este problema da covariância foi dado por Einstein 

ao formular o Princípio da Equivalência forte: “É possível anular qualquer campo 

gravitacional externo escolhendo convenientemente um sistema de referência local; desta 

forma todas as leis da natureza, incluindo a lei gravitacional, possuem a mesma forma, como 

se não houvesse campo gravitacional externo”.  Einstein introduziu o postulado de que o 

espaço-tempo é curvo na presença de um campo gravitacional. Assim, a Teoria da 

Relatividade Geral, ao relacionar gravitação e curvatura do espaço-tempo é uma teoria da 

gravitação (da qual a teoria de Newton é apenas uma aproximação). 

Uma comparação entre os princípios inerciais de Newton revela que, para Newton, um 

corpo que não está submetido a qualquer força tem um movimento retilíneo e uniforme: ele 

descreve uma geodésica do espaço euclidiano; já para Einstein, um corpo não submetido a 

uma outra força além da gravitacional segue uma geodésica de um espaço-tempo curvo. 

Einstein conectou gravitação e geometria. 

O intervalo quadrático diferencial (1.2) é o mesmo para todos os sistemas referenciais. 

Se considerarmos um sistema acelerado (por exemplo: um sistema girando) ele adquire uma 

forma mais geral: 

 

                                        νµ
µν dxdxgds =2                                                  (1.3) 

com ctx =0 , xx =1 , yx =2 e zx =3 . Como sistemas acelerados são equivalentes a campos 

gravitacionais, esses últimos são determinados pela métrica espaço-temporal µνg .  
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A Relatividade Geral é formulada em um espaço riemanniano 4-dimensional no qual 

os pontos são determinados por um sistema de coordenadas geral não-inercial ( )3210 ,,, xxxx , 

denotados por µx . O espaço tem três dimensões espaciais e uma temporal. 

A Teoria da Relatividade Geral está fundamentada no fato de que a estrutura 

geométrica do espaço-tempo é determinada pelo seu conteúdo (de matéria e energia): 

 

                             (geometria)   ↔   (matéria-energia)                                 (1.4) 

  

As equações de Einstein no interior da matéria são: 
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Já sem a presença de matéria e onde não há campo físico, exceto o gravitacional (ou 

seja, no espaço vazio), temos: 

 

                                             0=µνR                                                           (1.6) 

 

onde: 
µνR é o tensor de Ricci dado por 
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 e µνT  é o tensor momento-energia dado pela equação: 

 

                                            µννµµν ρ pguupT ++= )(                                                (1.9) 

 

 

Assim, as equações da Relatividade Geral relacionam a geometria (através do tensor 

fundamental µνg  e a física (através do tensor momento-energia µνT ).  
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Assumindo, nas equações de Einstein, uma métrica conhecida como Bianchi tipo I 

localmente, rotacionalmente simétrico (LRS), o elemento de linha (1.3) assume a forma: 

 

                       )()()( 2222222 dzdytBdxtAdtds +++−=                           (1.10) 

 

Isto descreve um universo que se expande ou contrai a diferentes razões em diferentes 

direções, sendo x, y e z os eixos principais do movimento radial, e possivelmente anisotrópico. 

Quando colocamos a métrica (1.7) nas equações de Einstein (1.5), obtemos as 

seguintes relações entre A e B: 
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Combinado as duas primeiras equações do sistema (1.8), obtemos: 
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que nos permite verificar se as soluções geradas estão corretas, ou seja, se os coeficientes 

métricos, bem como suas derivadas, ao serem levados à equação (1.12), a satisfazem. 

Vajk e Eltogroth (1970) obtiveram uma solução particular para a equação (1.10), a 

qual denominaremos solução VE, onde consideraram 2=γ , para a equação de estado de um 

fluido perfeito, expressa em termos da densidade de massa em repouso como uma função da 

densidade de energia e da pressão p, de uma forma simples:  

                                         ργ )1( −=p                                                         (1.13) 

Obtiveram: 
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onde λ é um parâmetro e que satisfazem à equação de estado ρ=p . Neste caso 0>λ  ou 

2−<λ . Assim, o elemento de linha para a solução VE fica da forma: 
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2 MÉTODO  

 

Utilizaremos o método de geração de novas soluções que foi proposto por J. H. 

Boutros (1986). Partindo de uma solução ( )BA, , supõe-se novas soluções ( )BAg, e ( )BfA, , 

onde g e f são funções a serem determinadas.  

Vejamos ( )BAg, . Substituindo na equação (1.12), obtemos: 
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Cuja solução é: 

                                                ∫+= dt
BA

kkg 2

1'                                            (2.2) 

onde k’ e k são constantes de integração. 

Temos, por outro lado, ( )BfA, . Substituindo na equação (1.12) obtemos: 
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Chamando: h
f
f
=

.

 , temos: ∫=
hdt

ef  (*). Substituindo em (2.3) obtemos: 
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que é uma equação do tipo Riccati. Resolvendo para h e substituindo em (*) obtemos: 
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onde c’ e c são constantes de integração. 
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Boutros obteve, então, duas novas soluções, as quais denominou de universos U1 e U2: 

 

Universo U1: 
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Universo U2: 
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onde c1 e c2 são constantes de integração. 

Assim os elementos de linha para 1U  e 2U  são respectivamente da forma: 
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3 RESULTADOS 

 

Através da técnica de gerar soluções e utilizando as soluções de Boutros ( )11 , BA  e 

( )22 , BA  como soluções iniciais, geramos quatro novas soluções: 

Duas de ( )11 , BA  referentes ao universo 1U : 
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Duas de ( )22 , BA  referentes ao universo 2U : 
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onde 1c , 2c , 3c  e 4c  são constantes de integração. 

Duas das soluções geradas são as mesmas que as soluções de Boutros, ou seja, recaem 

no caso anterior. São elas (3.2.a) e (3.2.b) do universo 1U  e (3.3.a) e (3.3.b) do universo 2U . 

Podemos verificar isto por uma simples análise, pois se nós temos ( ) ( )BfABA ,, 1 =  então 

quando tentamos obter ( ) ( )'',', BfABffA ≡  onde ''' fff = , o que obtemos é que 

1''' =⇒≡ fff , assim, em (3.2.b), 1
'
3 BB = . Para ( ) ( )BAgBA ,,1 =  temos: 

( ) ( )BAgBAgg ,'',' =  onde ''' ggg =  o que obtemos é 1''' =⇒≡ ggg . Assim, em (3.3.a), 

2
'
4 AA = . 

Portando, restam-nos dois tipos de soluções: uma do universo 1U  e outra do universo 

2U , onde a solução (3.1.a) e (3.1.b) denominaremos de universo 3U  e a solução (3.4.a e 

3.4.b) de universo 4U . 

Assim o elemento de linha para o universo 3U  é da forma: 
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 E para o universo 4U  é da forma: 

 

onde 1c , 2c , 3c  e 4c  são constantes. 

 

4 Análise 

 

Da análise das soluções que obtivemos, vemos que dos possíveis valores para as 

constantes, há casos em que a métrica (1.10) descreve um universo anisotrópico, enquanto em 

outros casos ela descreve um modelo homogêneo e isotrópico (modelos de Friedmann-

Robertson-Walker). 

Como exemplo vejamos o caso do universo 3U  com 2=λ , 11 =c  e 03 =c . Neste 

caso 2
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2
3 BA = , como podemos ver nas figuras 4.1, 4.2 e 4.3, e obtemos um universo que 
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contrai-se a outra singularidade pontual em 9,55
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isotropicamente em ∞→t , como vemos na figura 4.4. 
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Figura 4.1 Figura 4.2 

  
Figura 4.3 

     
Figura 4.4 

   

5 Conclusão 

 

Acredita-se hoje que o universo deve ser homogêneo e isotrópico desde, pelo menos, 

01 01,0 tt ≈ , onde 0t  é a data presente (ZEL’DOVICH, 1983, p. 477). Mas, de 0=t  até 1t  

existe a possibilidade de que ele pudesse estar se expandindo de uma maneira anisotrópica, 

com a condição de que esta expansão se tornasse isotrópica ao redor de 1t . Assim, o fato de 

que o modelo isotrópico provavelmente seja o modelo adequado para descrição da evolução 

do universo em tempos mais atuais não implica que este modelo seja o mais adequado para a 

descrição da evolução do universo em tempos mais remotos, nas vizinhanças do ponto de 

singularidade com relação ao tempo. 

Desta maneira, as soluções anisotrópicas para a métrica (1.10) obtidas, podem tornar-

se importantes no estudo da evolução do universo, principalmente em seus instantes iniciais. 
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