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1 INTRODUGCAO

O movimento, na Mecanica Classica, ¢ definido em relagdo a qualquer sistema de
referéncia que esteja em repouso no espago absoluto ou que tenha um movimento uniforme
em relagdo a este espaco. A Mecénica Classica usa um espago euclidiano 3-dimensional
absoluto e tempo absoluto. Todos os sistemas inerciais sdo equivalentes, sendo conectados

por transformagdes galileanas, definindo um grupo de 10 parametros:
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Os parametros sao os 3 angulos de Euler em R, as 3 componentes de Vv, as 3

componentes de g eh.

As coisas mudam no caso do Eletromagnetismo Classico, descrito pelas equagdes de
Maxwell (1864). Estas equagdes ndo sdo invariantes por transformagdes galileanas, o que
levou Maxwell a pensar que suas equagdes eram validas apenas nos sistemas de referéncia
que estivessem em repouso em relagdo ao “éter luminifero”, o qual seria um sistema de
referéncia absoluto.

Ocorre que as equagdes de Maxwell sdo invariantes sob um novo grupo de
transformagoes, as transformagdes de Lorentz. Estas transformacdes foram, depois, deduzidas
por Einstein na sua Teoria da Relatividade Especial de 1905. O principio da relatividade de
Galileu ¢ substituido pelo principio da relatividade especial: “Todos os sistemas inerciais sao
equivalente e conectados pelo grupo de transformagdes de Lorentz”. Este grupo também tem
10 parametros. Assim, o espaco da Relatividade Especial ¢ um espaco de Minkowski 4-
dimensional (ou seja, pseudo-euclidiano). A forma quadratica que o define ¢ invariante sob
transformagoes de Lorentz, ou seja, tem a mesma forma em todos os sistemas inerciais e ¢

dada pela expressao:



ds®> = —c*dt” + dx*> + dy® + dz° (1.2)

A Teoria da Relatividade Geral (1916) veio a generalizar a Teoria Especial ao
considerar sistemas de referéncia nao-inerciais. Mas, sob outro prisma, também constitui uma
nova teoria de gravitagdo. A primeira teoria de gravitacdo foi construida por Newton e
declarava que a forca atrativa entre dois corpos ¢ proporcional ao produto de suas massas,
sendo estas as massas gravitacionais, que seriam iguais as massas inerciais das equacdes da
Dinamica formuladas pelo proprio Newton. Ele provou, em 1684, que, se os planetas sofrem
uma forca atrativa do tipo 1/r*, eles obedecem a todas as leis de Kepler. Mas a teoria de
Newton ndo ¢ compativel com a Relatividade Especial. A teoria de Newton da gravitagdo ¢
covariante com relagdo as transformacgdes galileanas, mas ndo o € para com as transformagdes
de Lorentz, ou seja, ¢ valida apenas para velocidades muito menores do que a velocidade da
luz.

Um primeiro passo para resolver este problema da covariancia foi dado por Einstein
ao formular o Principio da Equivaléncia forte: “E possivel anular qualquer campo
gravitacional externo escolhendo convenientemente um sistema de referéncia local; desta
forma todas as leis da natureza, incluindo a lei gravitacional, possuem a mesma forma, como
se ndo houvesse campo gravitacional externo”. Einstein introduziu o postulado de que o
espaco-tempo € curvo na presenca de um campo gravitacional. Assim, a Teoria da
Relatividade Geral, ao relacionar gravitacdo e curvatura do espaco-tempo € uma teoria da
gravitacdo (da qual a teoria de Newton ¢ apenas uma aproximacao).

Uma comparagdo entre os principios inerciais de Newton revela que, para Newton, um
corpo que nao estd submetido a qualquer for¢ca tem um movimento retilineo e uniforme: ele
descreve uma geodésica do espago euclidiano; ja para Einstein, um corpo nao submetido a
uma outra for¢a além da gravitacional segue uma geodésica de um espago-tempo curvo.
Einstein conectou gravitagdo e geometria.

O intervalo quadratico diferencial (1.2) é o mesmo para todos os sistemas referenciais.
Se considerarmos um sistema acelerado (por exemplo: um sistema girando) ele adquire uma

forma mais geral:
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ds® = g, dx“dx (1.3)
com X, =Ct, X, =X, X, =ye X; =z. Como sistemas acelerados sdo equivalentes a campos

gravitacionais, esses ultimos sdo determinados pela métrica espago-temporal g, .



A Relatividade Geral ¢ formulada em um espaco riemanniano 4-dimensional no qual

os pontos sdo determinados por um sistema de coordenadas geral ndo-inercial (XO, x', x%,x* ),

denotados por x“. O espago tem trés dimensdes espaciais € uma temporal.
A Teoria da Relatividade Geral estd fundamentada no fato de que a estrutura

geométrica do espaco-tempo ¢ determinada pelo seu contetido (de matéria e energia):
(geometria) <« (matéria-energia) (1.4)
As equagdes de Einstein no interior da matéria sao:
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Ja sem a presenca de matéria e onde ndo ha campo fisico, exceto o gravitacional (ou

seja, no espago vazio), temos:

R =0 (1.6)
onde:
R#" ¢ o tensor de Ricci dado por
R,uv = r/jv,ﬂ _r:ﬂ.,v +r/jvrfa _F;/Irvlo‘ (17)
oo Lo 1.8
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e T*" é o tensor momento-energia dado pela equagao:

T,=(p+pu,u,+0pg,, (1.9)

Assim, as equagOes da Relatividade Geral relacionam a geometria (através do tensor

fundamental g, e a fisica (através do tensor momento-energia T “").



Assumindo, nas equagdes de Einstein, uma métrica conhecida como Bianchi tipo I

localmente, rotacionalmente simétrico (LRS), o elemento de linha (1.3) assume a forma:

ds? = —dt? + A2(t)dx® +B2(t)(dy> + dz?) (1.10)

Isto descreve um universo que se expande ou contrai a diferentes razdes em diferentes
diregdes, sendo X, Y € Z os eixos principais do movimento radial, e possivelmente anisotropico.
Quando colocamos a métrica (1.7) nas equagdes de Einstein (1.5), obtemos as

seguintes relacdes entre A e B:
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Combinado as duas primeiras equagdes do sistema (1.8), obtemos:
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- —=0 1.12
A (1.12)

que nos permite verificar se as solucdes geradas estdo corretas, ou seja, se 0s coeficientes
métricos, bem como suas derivadas, ao serem levados a equacgdo (1.12), a satisfazem.

Vajk e Eltogroth (1970) obtiveram uma solucdo particular para a equagdo (1.10), a
qual denominaremos solucdo VE, onde consideraram y =2, para a equacao de estado de um
fluido perfeito, expressa em termos da densidade de massa em repouso como uma fungao da
densidade de energia e da pressdo p, de uma forma simples:

p=-Dp (1.13)

Obtiveram:



1

( )
Ao(t) =t 1+24

A

( )
Bo(t) — t 1+24

(1.14)

onde A ¢ um parametro e que satisfazem a equagao de estado p= p. Neste caso 4 >0 ou

A < —2. Assim, o elemento de linha para a solu¢ao VE fica da forma:
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ds®> = —dt? +t[@]dx2 +t(”MJ(dy2 +dz?) (1.15)

2 METODO

Utilizaremos o método de geracdo de novas solugdes que foi proposto por J. H.
Boutros (1986). Partindo de uma solugdo (A, B), supde-se novas solugdes (Ag,B)e (A, Bf),
onde g ¢ f sdo fungdes a serem determinadas.

Vejamos (Ag, B). Substituindo na equagao (1.12), obtemos:

+9|=+2—1|=0 2.1
g+9l5+2% 2.1)
Cuja solugao é:
1
=k'+k dt 2.2
g e (2.2)

onde k’ e k sdo constantes de integragao.

Temos, por outro lado, (A, Bf ) Substituindo na equagdo (1.12) obtemos:

frflaB oA (2.3)
B f A

Chamando: % =h ,temos: f = eI " (*). Substituindo em (2.3) obtemos:
heoh? +] 42 Al 2o (2.4)
B A

que ¢ uma equagdo do tipo Riccati. Resolvendo para h e substituindo em (*) obtemos:
A 1/2
f :C'|:J.?dt+ci| (2.5)

onde C’ e C sdo constantes de integragao.



Boutros obteve, entdo, duas novas solucdes, as quais denominou de universos U; e Uy:

Universo Uy:
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A| — AO — t(1+2/1)
A 2-22 % (26)
( ) ( )
B =t [(T_ﬂt 2 +01]

Universo Uj:

q +lu) 1+ 24 (1/14:21/1) "
A =t t +c,
A-1 (2.7)

A

( )
BZZ B :t1+2/1

0

onde C; e C; sdo constantes de integragao.
Assim os elementos de linha para U, e U, sdo respectivamente da forma:
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ds’ :t(mjdx2 +t[li;j{(l+u)t(i§j] +01](dy2 + dzz)—dt2

1-4

~ 2
ds’ =t[“2”j{(—1+2/1)tu2;j +C ] x> +t[‘fj‘j(dy2 +d22)—dt2
A-1 ?

3 RESULTADOS

Através da técnica de gerar solugdes e utilizando as solugdes de Boutros (A,B,) e
(A,,B,) como solugdes iniciais, geramos quatro novas solugdes:

Duas de (A1, Bl) referentes ao universo U, :

A, =B, +c3t(”1“J (3.1.a)

A 2-22 %
B3 — B1 t(HMJ[(%)t(HUJ +C1] (31b)



A A _ ) (3.2.2)
2 2-22 0 2-22 0
5~ (1) {(ﬂw } C,{(ﬂw } G2b)
-1 -1

Duas de (A,, B, ) referentes ao universo U, :

A=A, =t(”lujl(ﬂjt[”2;j +c2} k"k[(“u}(“;j +02] (3.3.2)

-1 -1
A
B, = B, :t(”“j (3.3.b)
A, = A, =t(1+121{(1;2_fjt(112;) +c2] (3.4.2)

A 2-24 2 1-4 %
B4 =t(1+21][02(1+2/1]t[1+2/1j _2(ﬂj t[1+2/1j +C4] (34b)

1-1 1-4
onde c,, C,, C, e C, sdo constantes de integracao.

Duas das solugdes geradas sao as mesmas que as solucdes de Boutros, ou seja, recaem

no caso anterior. Sao elas (3.2.a) e (3.2.b) do universo U, e (3.3.a) e (3.3.b) do universo U, .
Podemos verificar isto por uma simples analise, pois se nos temos (A,B,)=(A,Bf) entio
quando tentamos obter (A,Bff')=(A,Bf'") onde f''=ff', o que obtemos ¢é que
f=f"=f'=1, assim, em (3.2b), B,=B,. Para (A,B)=(Ag,B) temos:
(Agg',B):(Ag”,B) onde g''=dg' o que obtemos ¢ g=0'"'= g'=1. Assim, em (3.3.a),
A=A,

Portando, restam-nos dois tipos de solu¢des: uma do universo U, e outra do universo
U,, onde a solucdo (3.1.a) e (3.1.b) denominaremos de universo U; e a solucdo (3.4.a e
3.4.b) de universo U, .

Assim o elemento de linha para o universo U, ¢ da forma:
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- e
ds® = t[léi){(—HMJt[?ﬁJ +C1} 2 +c3t(“1“J dx* +

1-4
(3.5)

22 2-24

t(1+2zj (1+2/1jt(1+u]+c (dy2+d22)—dt2
1-1 1
E para o universo U, ¢ da forma:
ARG
ds? =t =21t e, | dx +
A-1

(3.6)

t(lf;&] Cz(l + 2/1) t[f;z;;j _2[1 + 22“}2411;;&] +c, (dyz +d22)—dt2
1-4 1-4

onde c,, C,, C, e C, sdo constantes.

4 Anélise

Da andlise das solugdes que obtivemos, vemos que dos possiveis valores para as
constantes, ha casos em que a métrica (1.10) descreve um universo anisotropico, enquanto em
outros casos ela descreve um modelo homogéneo e isotropico (modelos de Friedmann-

Robertson-Walker).

Como exemplo vejamos o caso do universo U, com A=2,¢c, =1 e ¢, =0. Neste

caso A; =B;, como podemos ver nas figuras 4.1, 4.2 ¢ 4.3, ¢ obtemos um universo que

expande-se isotropicamente desde uma singularidade inicial pontual, alcanga um maximo,
-
. . . 1)2
contrai-se a outra singularidade pontual em t=t, :[gj ~ 55,9 e, finalmente, expande-se

isotropicamente em t — oo, como vemos na figura 4.4.
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5 Concluséao

Acredita-se hoje que o universo deve ser homogéneo e isotropico desde, pelo menos,
t, 0,01 t,, onde t, é a data presente (ZEL’DOVICH, 1983, p. 477). Mas, de t =0 até t,
existe a possibilidade de que ele pudesse estar se expandindo de uma maneira anisotropica,
com a condi¢do de que esta expansdo se tornasse isotropica ao redor de t,. Assim, o fato de
que o modelo isotropico provavelmente seja o modelo adequado para descrigao da evolugdo

do universo em tempos mais atuais ndo implica que este modelo seja o mais adequado para a

descri¢cao da evolugdo do universo em tempos mais remotos, nas vizinhangas do ponto de

singularidade com relagao ao tempo.

Desta maneira, as solugdes anisotrdpicas para a métrica (1.10) obtidas, podem tornar-

se importantes no estudo da evolugao do universo, principalmente em seus instantes iniciais.
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