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1 INTRODUCAO

Seja a seguinte situagdo: alguém estéd tentando resolver um problema em uma variavel,
X, no qual a solucdo sera usada para se resolver o mesmo problema novamente, e assim por
diante. Varios fendmenos na natureza podem ser assim descritos. O crescimento de
populagcdes em ecologia ¢ um exemplo, onde a quantidade de individuos em um determinado
instante depende da quantidade de individuos em um instante anterior. Matematicamente, tais
situacdes podem ser colocadas através da seguinte expressao geral:

XN+1=f(XN) (1)

Onde, partindo de um valor inicial X = X ,, calcula-se, sucessivamente, X, , X, , X, , etc.

A fungdo f(x) podera se apresentar de varias formas. Um exemplo ¢ a fungdo linear:

f(x)=Ax
Este tipo de funcao pode servir muito bem para uma determinada classe de problemas, mas
ndo ¢ a representacdo adequada de muitos outros. Considere-se o exemplo em ecologia, onde
X representa o tamanho de uma determinada populagcdo de animais. Neste caso, A deve ser
positivo e deduz-se que:
Xy = AN X,

A funcao linear diz que esta populacdo vai tender a extingao (se A for um niimero entre 0 e
1) ou que vai crescer indefinidamente ( se A for um nimero maior do que 1 ). O primeiro
caso pode perfeitamente acontecer, mas o segundo nao. Assim, precisa-se de outra categoria
de fungdes para trabalhar com tais situagdes. Sdo necessarias as fungdes nao-lineares.

Uma populagdo de animais ndo pode crescer indefinidamente. H4 que se introduzir
uma corre¢do na fungao linear. Assim, por exemplo, faz-se com que o parametro A ndo seja
mais constante, mas varie com o tamanho da populagdo. A maneira mais simples de conseguir

isto € fazer a transformacao:
A —> A(1-bx)



onde b ¢ uma constante positiva. Mudando a escala em que se mede o tamanho da
populagdo, chega-se a seguinte expressao para f(X):
f(x)=Ax(1-x) (2)

Agora, o tamanho maximo da populacdo ¢ X = 1. Esta equacdo ¢ chamada, as vezes, de
equacdo logistica, devido a uma equagdo diferencial estudada pelo matematico belga P. F.
Verhulst cerca de 150 anos atras (BOYER, 1996). Sua versao discreta ¢ conhecida como
Mapeamento Logistico.

Um outro sistema, o Atractor de Lorenz, foi introduzido por Edward Lorenz em 1963.
Ele foi derivado a partir das equagdes simplificadas de rolos de convecg¢ao que ocorrem nas
equacdes da atmosfera. E um mapa cadtico, exibindo como o estado de um sistema dindmico
evolui no tempo num padrdo complexo, ndo-repetitivo e cuja forma € conhecida por se
assemelhar a uma borboleta. Trata-se de um sistema ndo-linear, tridimensional e
deterministico que exibe comportamento cadtico e demonstra aquilo a que hoje se chama um
atractor estranho.

As equagdes que governam o Atractor de Lorenz sdo:

dx
e =o(y-2)
dy
pn =r(p—2)—y
E:Iy—_ﬁz

em que a ¢ se chama o numero de Prandt e a p se chama o nimero de Rayleigh. Todos os o,
p, B > 0, mas usualmente ¢ = 10, B = 8/3, enquanto p varia. O sistema exibe comportamento
cadtico para p = 28 mas tem Orbitas periddicas para outros valores de p.

Um dos sistemas estudados neste trabalho foi o Mapeamento Logistico; o outro foi o
sistema de Lorenz. Apresentaremos os resultados obtidos, na secdo 5, para o sistema de

Lorenz. O parametro analisado foi a Dimensao de Correlacao.

2 METODOLOGIA



Este ¢ um trabalho que reune elementos de Matematica Aplicada. Assim, vale-se do
método logico-dedutivo caracteristico desta ciéncia, e da andlise quantitativa de dados
experimentais, com a diferenca de que, aqui, estes dados sdo simulados no computador. O
estudo das bases matematicas foi feito através de livros e artigos adequados. Os célculos
referentes as simulagdes foram feitos no computador, como auxilio do programa MATLAB

7.0 (HANSELMAN, 2003).

3 MATERIAIS E METODOS

Os métodos de andlise ndo-linear de séries temporais, sob o ponto de vista dos

Sistemas Dinamicos sdo varios. Podemos citar:

Dimensao de Correlagao (Dc)
Diagrama de retorno

Expoente de Lyapunov (EL)

* & o o

Entropia de Kolmogorov-Sinai (K-S)

A Funcao de Autocorrelacdo permite analisar o grau de irregularidade de um sinal, como

pode ser verificado nos graficos abaixo:

c(p) (a) c(p)

(b)

Y

<Pl (d)

Fig. 1. Funcdo de Autocorrelagdo. (a) Sinal periddico; (b e ¢) sinal quasi-periddico; (d)

sinal caotico ou estocastico.



e Com o auxilio da Funcdo de Autocorrelacdo, podemos calcular o passo p
estabelecido pelo Teorema de Takens, que consiste na constru¢do de vetores
&i m-dimensionais a partir de uma unica variavel no tempo {xi}, onde xi =
x(ti) e i=1,2,...,N. Em cada vetor &i, x(ti) ¢ sua primeira coordenada, x(ti+p) a
segunda, e x(tit(m-p)) a ultima coordenada, onde p é o passo dessa
constru¢do. m — valores crescentes e sucessivos (m = 2,3,...).

e p — um 6timo estimador de p ¢ aquele que indica, aproximadamente, o tempo

de descorrelagdo da série, ou seja, p deve ser tal que

C(p)=5C0)

Onde

> 06— X%, =X)
C(p) =
-Pp

Z(Xi _;)2
CO)==——

Como exemplo, podemos exibir o seguinte grafico, obtido para uma série temporal

relacionada aos batimentos cardiacos (utilizada como teste para o aprendizado):

Série de intervalos R-R

(batimentos cardiacos)
1,0

0,5

0,0+

autocorrelacéo (p)




Fig. 2. Fungao de Autocorrelagdo. O passo da reconstrucdo, neste caso, resulta ser 78.

A fim de calcular a Dimensao de Correlagdao, devemos calcular a seguinte expressao

(como ja foi mencionado acima):

De = lim 285
e—0 loge

Como encontrar C(g)/log(€)? A resposta estd na construgdo de graficos como o abaixo

(feita com os mesmos dados da fig. 2):

log (C(2))

log (&)



Fig. 3. Fungdo de Autocorrelagdo. O limite das inclinagdes das curvas fornece a

Dimensao de Correlagao.

Com o auxilio deste grafico (na verdade, dos dados com os quais o obtivemos)
podemos calcular as derivadas instantaneas ao longo de cada curva e, a partir da andlise destas
derivadas, determinar a Dimens3o de Correlagdo. Devemos procurar, no grafico abaixo, a

regido onde as derivadas tendem a formar um platd horizontal:
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Fig. 4. Grafico das derivadas instantaneas para os dados dos graficos 2 e 3.
Finalmente, uma andlise dos valores de dimensdo obtidos para cada curva do gréfico

acima nos fornece a Dimensdo de Correlagdo. Os dados resultantes foram colocados no

grafico abaixo:
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Fig. 5. Obtengao da Dimens

A Dimensao de Correlagdo, para este caso, resulta ser 6,0.

4 RESULTADOS

Aplicamos os algoritmos necessarios para a obtencdo dos resultados relativos as

equagdes acima.

Inicialmente, vamos olhar para o sistema de Lorenz. Quanto ndo ha ruido, temos o

seguinte grafico para o logaritmo da integral de correlagdo contra o logaritmo de €:
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Fig. 6. Funcao de Autocorrelag@o para o sistema de Lorenz.



As derivadas com onze valores, calculadas através de uma regressao linear, podem ser

vistas abaixo:

3.5

Fig. 7. Derivadas para as curvas da figura 6.

Calculando as dimensdes a partir da regido adequada, proporcionada pela figura 7,

podemos construir o grafico da figura 8:

ao de Correlacdo, calculada a partir das curvas da figura 7.

Fig. 8. Dimens

Tabela 1. Dimenséao de Correlagdo para o sistema de Lorenz normal
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5 2,0934

6 2,0760

7 2,0611

Os valores assintoticos concordam com os aceitos na literatura, Dc = 2,06.

Adicionando ruido ao Lorenz, os valores se modificam. Escolhemos duas situagoes,
ambas com ruido aditivo e que ndo influencia na dindmica do sistema. Podemos ver os

resultados nas tabelas 2 e 3 abaixo:

Tabela 2. Dimensao de Correlagao para o sistema de Lorenz com ruido adicionado, uniforme

e de valor maximo 0,1.

Dimenséao de Imersao Dimenséo de Correlagao

2 1.5583

1.8617

2.0567

2.1332

3
4
5 2.1314
6
7

2.1289

Tabela 3. Dimensao de Correlag@o para o sistema de Lorenz com ruido adicionado, uniforme

e de valor maximo 1,0.

Dimenséao de Imerséao Dimenséo de Correlagao

2 1.2254

1.6353

2.0127

2.5828

3
4
5 2.3595
6
7

2.6469




5 CONCLUSAO

Notamos que, a medida que o nivel de ruido aumenta, a dimensdo de correlacao obtida
também aumenta. Isto ndo ¢é estranho: se considerarmos uma série de nimeros aleatorios, eles
tendem a preencher uniformemente o espaco, qualquer que seja a dimensao escolhida; assim,
como conseqiiéncia, quando formos medir a dimensdo encontraremos a dimensao do proprio
espago. Comecando com um nivel de ruido baixo e aumentando este nivel, chegard um
momento em que o ruido predominard e os resultados da medi¢do serdo dominados pelo
ruido. A partir deste ponto, uma medida da dimensdo produzird como resultado a medida da

propria dimensdo de imersdo, descaracterizando completamente o sistema original.
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